








La resolución de Problemas Matemáticos y el usocoordinado de tecnologías digitales1
Luz Manuel Santos TrigoDepartamento de Matemática Educativa, Cinvestav-IPNMéxicomsantos@cinvestav.mx
Resumen2El amplio desarrollo y disponibilidad de diversas tecnologías digitales planteanretos importantes a los sistemas de educación relacionados con los contenidos,estrategias y habilidades que los estudiantes deben aprender y sobre qué tiposde escenarios de enseñanza que se deben considerar en el aprendizaje. ¿Quécambios en el currículum matemático se deben considerar cuando los estudiantesutilizan sistemáticamente diferentes tecnologías digitales? En la respuesta a estapregunta se destaca la idea de problematizar los contenidos como un eje paraorganizar y estructurar el conocimiento y uso coordinado de tecnologías digitalesen el aprendizaje de las matemáticas. Se argumenta la necesidad de que losestudiantes desarrollen una cultura digital donde se valore el trabajo en equipo yla práctica de una reflexión matemática continua que los oriente en el desarrollode recursos y estrategias de resolución de problemas.Palabras claveResolución de problemas, tecnología digital, construcción de conocimiento mate-mático.AbstractThe extensive development and availability of various digital technologies poseimportant challenges to educational systems related to the contents, strategiesand abilities that students should learn and to the types of teaching scenariosthat should be considered to promote learning. What changes in the Mathematicscurriculum should be contemplated when students use various digital technologiessystematically? The answer to that question will emphasize the idea of prob-lematizing the contents as a fundamental idea for organizing and structuring theknowledge and coordinated use of digital technologies in the learning of math-ematics. It will be argued that it is necessary for students to develop a digitalculture where teamwork, and the practice of continuous mathematical reflectionthat orients the development of resources and strategies for solving problems arevalued.Key wordsProblems solving, digital technologies, mathematical knowledge.
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cultura amplia en disciplinas científicas; sino también identificar escenarios de apren-dizaje donde la tecnología digital contribuya en la construcción de ese conocimiento.Así, la meta es que los estudiantes desarrollen competencias para resolver no sólo losproblemas que se enfrenta en un ambiente escolar; sino aquellos que aparecen fuerade la escuela.
2. Cambios en la Educación Matemática










procesos de representar y explorar diversos problemas. Resulta menos importante quelos individuos muestren un dominio aislado de conocimientos disciplinarios.En esta perspectiva, los estudiantes en su formación académica deben construir y desa-rrollar conocimiento, estrategias y habilidades necesarias que les permitan participaren los procesos de formulación e identificación de problemas y en la búsqueda dediferentes maneras de resolverlos. En los procesos de resolución, el uso coordinado dediversas tecnologías digitales demanda que los estudiantes:
1. Busquen información relacionada con los temas de estudio en diferentes mediosincluyendo libros digitales y sitios en línea. En esta búsqueda los estudian-tes deben exhibir métodos y estrategias que les permitan sintetizar, analizar ycontrastar los diferentes tipos de información;2. Aprendan a trabajar en grupos o equipos que les permita escuchar otros puntosde vista, discutir y compartir ideas y soluciones;3. Desarrollen constantemente nuevas herramientas que les permitan representary explorar diversos problemas, incluyendo aquí las representaciones dinámicas;4. Desarrollen y practiquen diferentes maneras de planificar, monitorear y evaluarlos procesos de resolución de problemas;5. Representen y discutan resultados intermedios y finales que puedan ser accesi-bles a colegas y público en general;6. Generen resultados que sean compartidos y utilizados por una comunidad amplia;7. Se involucren en actividades que fomenten la creatividad en la resolución deproblemas. Un aspecto fundamental en el desarrollo de la ciencia es buscardiferentes maneras de resolver un problema. La creatividad se desarrolla a partirde analizar un problema desde caminos no convencionales y los estudiantesdeben siempre buscar métodos originales o formas novedosas de abordarlo; y8. Construyan y exhiban valores y principios éticos. El conocimiento disciplinarse desarrolla dentro de una comunidad donde sus integrantes constantementedialogan, escuchan y manifiestan respeto por las contribuciones e ideas de losdemás. Así, el respeto a las diferencias y el desarrollo de responsabilidadesciviles deben ser parte de la formación de todos.
3. La resolución de problemas y al aprendizaje de las matemáticas
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el trabajo individual y de colaboración. Es decir, aprender matemáticas requiere crearla necesidad de reflexionar constantemente sobre el mismo proceso de construccióndel conocimiento. Además, el proceso de resolver problemas o comprender un concep-to matemático involucra ciclos iterativos de discusión y colaboración en los que losestudiantes deben tener la oportunidad de expresar, revisar, contrastar, interpretar yrefinar sus ideas y métodos de solución.En este período de análisis y reflexión acerca de los problemas que pueden guiar alos estudiantes en la construcción de un conocimiento profundo de las matemáticas, seplantea la necesidad e importancia de centrar la atención en el uso de problemas norutinarios3 para conseguir un aprendizaje robusto y más efectivo de los conocimientosmatemáticos por parte de los estudiantes.Selden, Selden y Mason (1994) señalan que un grupo de estudiantes universitarios,que habían cursado y aprobado un curso de Cálculo, mostraron serias dificultades alresolver problemas no rutinarios. Es decir, aun cuando los estudiantes habían estu-diado recientemente los contenidos necesarios que les colocaban en disposición deresolver los problemas, la mayoría no identificó que los conceptos de Cálculo estudia-dos eran suficientes para responder las preguntas. Un ejemplo de esos problemas erael siguiente:¿Tiene ￿21 + ￿19 − ￿−1 + 2 = 0 alguna raíz entre −1 y 0? ¿Por qué?En este ejemplo, bastaba con analizar la monotonía de la gráfica de la función asociadaal polinomio en el intervalo [−1￿ 0). Al obtener la derivada de la función asociada, seobserva que será mayor que cero en todo su dominio de existencia y en particular en elintervalo considerado, lo que indica que la función siempre es estrictamente creciente,de modo que al evaluarla en ￿ = −1, el valor de la función en dicho punto será 1. Por lotanto, no corta el eje OX . Para seguir todo este razonamiento, no es suficiente conocer odisponer de una serie de recursos matemáticos, sino que se debe saber cuándo y cómoutilizarlos. ¿Cuál es el papel de los ejercicios o problemas rutinarios en el desarro-llo del conocimiento matemático de los estudiantes? Santos-Trigo & Camacho-Machín(2013) proponen un marco sobre cómo transformar un ejercicio o problema rutinarioen un conjunto de actividades que demandan una reflexión matemática por parte delos estudiantes. En este marco se destacan fases importantes donde los estudiantesconstantemente plantean preguntas relacionadas con la comprensión de los enuncia-dos y conceptos, la búsqueda de información relacionada, el uso de tecnología digital,la búsqueda de diferentes métodos de solución y la comunicación de resultados. Enparticular, el uso coordinado de diversas tecnologías digitales ofrece a los estudiantesdistintas oportunidades para representar y explorar conceptos e ideas matemáticasdesde varios ángulos o perspectivas (Santos-Trigo & Reyes-Martínez, 2014).I. Comprensión de un problema, concepto, definición o procedimiento matemático. ¿Quéobjetos matemáticos están involucrados? ¿Cuáles son los conceptos o elementos cla-ves? ¿Qué datos se proporcionan? ¿Cuál es la tarea qué se pide? ¿Existe informaciónsuficiente o tiene sentido el enunciado?










¿Tiene sentido la pregunta o lo que se pide en el problema? ¿Las unidades que seutilizan en los datos son consistentes? ¿Se puede expresar el enunciado de otrasmaneras? ¿Cómo se plantea el enunciado de un problema?
i) el papel del contexto: ¿Qué tipos de contextos? Matemático, realista, artificialii) Formulación de problemas. Oportunidades para que los mismos estudiantes pro-pongan problemas o preguntas.
Uso de YouTube o alguna configuración dinámica
Por ejemplo, en la figura 1 se puede explorar el comportamiento de la sucesión paradistintos valores de http://www.geogebratube.org/student/m139246.
Figura 1: Modelo dinámico para explorar la sucesión.
Acciones: Leer el problema y discutir en pareja o grupos de tres el significado delenunciado. Utilizar alguna herramienta para hacer una representación geométrica delproblema.II. Ideas, conceptos, recursos asociados con el problema o tarea. ¿Qué información,teoremas, relaciones o resultados matemáticos se conocen sobre el tema?¿Qué otros conceptos y relaciones se identifican cuando se construyen objetos auxiliaresen la representación del problema?¿Qué recursos en línea puedo consultar para buscar información sobre el tema o temasinvolucrados? ¿Existe algún video donde se expliquen los conceptos?
Uso de enciclopedias en línea o sitios como KhanAcademy
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III. Un plan de solución y su implementación. ¿Cómo se puede utilizar o integrar lainformación y resultados relacionados con el problema en el diseño de un plan desolución? ¿Existen diferentes maneras de resolver el problema o explicar un concepto?¿Se puede construir y explorar un acercamiento dinámico del problema?¿Qué información se obtiene al relajar las condiciones del problema o considerar casosparticulares?¿Cómo se construye un modelo dinámico del problema? ¿Qué conjeturas se puedenvisualizar?¿Qué información o datos son importantes en la construcción de un modelo algebraicodel problema?¿Tiene sentido la solución que se obtiene del problema?¿Cómo se fundamenta y comunica la solución del problema?¿Todos los acercamientos sustentan la misma solución?
Uso de GeoGebra, WolframAlpha










en el diseño de los nuevos textos digitales debe ser guiar y promover una relaciónmás activa entre el lector y el texto que le permita el desarrollo de habilidades yestrategias para engancharse productivamente en el estudio de ideas fundamentalesde las matemáticas”. De la misma manera, Camarena (2014) propone un modelo parael diseño de material interactivo que oriente a los estudiantes en la construcción deconocimiento matemático.
4. Competencia digital
Un tema insoslayable es que el estado o gobierno construya una infraestructura efi-ciente que permita a los individuos desarrollar una cultura digital amplia. Es decir,así como la alfabetización de todos los individuos se reconoce como una competenciaque todos deben desarrollar porque les permite construir, ampliar y utilizar habilidadescognitivas, asociadas con la comprensión de lectura y aritmética básica, en la resoluciónde problemas; la alfabetización o cultura digital de todos los individuos resulta ahoranecesaria no sólo en los procesos de identificar dilemas o problemas disciplinarios,sino también en la búsqueda de información, representación, exploración, solución deproblemas, y comunicación de resultados.La competencia digital se refiere a que los estudiantes desarrollen recursos y habilida-des en el uso de tecnología digital en la resolución de problemas. El término tecnologíadigital comprende aquellas tecnologías con propósitos múltiples como pizarrones in-teractivos, Powerpoint, tecnologías para fines de comunicación (Skype, Facebook, etc.)o Internet; y también aquellas diseñadas para realizar tareas matemáticas como lossistemas de geometría dinámica (GeoGebra), WolframAlpha, o Sistemas de AlgebraComputacional. Ambos tipos de tecnologías pueden contribuir en la construcción delconocimiento de los estudiantes. Así, los profesores y estudiantes deben conocer elpotencial de estas herramientas en los procesos de resolución de problemas. Mishra
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Figura 2: El lugar geométrico del punto E cuando el punto B se mueve sobre el eje Yes una parábola.
Otra manera de abordar este problema es trazando la mediatriz del segmento AB queinterseca a la recta perpendicular al eje Y que pasa por B en el punto C. El lugargeométrico del punto C cuando el punto B se mueve sobre el eje Y es la parábola(Figura 3).
Figura 3: El lugar geométrico del punto C es un parábola.










Figura 4: Modelo dinámico que generaliza la construcción de las secciones cónicas.
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En la representación y exploración dinámica del problema se observa que la cons-trucción del modelo se basa en interpretar geométricamente el concepto de perpendi-cularidad y la razón constante que involucra las distancias entre un punto del lugargeométrico y el punto fijo y la que existe entre ese punto del lugar y una recta fija. Elarrastre y movimiento controlado de objetos dentro del modelo son estrategias esen-ciales en la búsqueda y detección de invariantes o patrones o relaciones. Además, elmovimiento controlado ofrece al estudiante la oportunidad de explorar en tiempo realel comportamiento de algunos parámetros en forma visual o cuantificando atributoscomo longitudes de segmentos, medidas de ángulos o representaciones gráficas. Elacercamiento y solución a este problema proporcionan información importante sobrelos contenidos y formas de estructurar rutas para promover el aprendizaje de la geome-tría analítica (Santos-Trigo & Camacho-Machín, 2009).En este contexto, la competenciadigital involucra que el profesor o individuo se apropie de la herramienta en el sentidode desarrollar experiencias que le permitan comprender los cambios que resultan enlos contenidos y las estrategias que debe desarrollar el estudiante en la resolución deproblemas. Santos-Trigo, Suaste & Figuerola (2015) afirman que el proceso de diseñode un artefacto o tecnología digital no termina cuando el producto sale de la empresa otaller que lo produce, incluye la consideración del proceso de apropiación del individuoo usuario que al interactuar con el artefacto construye esquemas cognitivos que lepermiten utilizarlo en la resolución de problemas.Pensamiento o mente creativa. Es común ahora que muchas de las tareas que demandanla aplicación de un conocimiento o procedimiento rutinario sean realizadas por unaherramienta o aplicación digital. La Figura 6 muestra lo que la aplicación Mathink deuna tableta genera al escribir a mano la integral involucrada.










La existencia de herramientas digitales que pueden realizar cálculos y procedimientosmatemáticos plantea la discusión si los estudiantes deben seguir dedicándole tiempoy atención al dominio de esas tareas. Se sugiere que los estudiantes ahora puedencentrar la discusión en el significado de las ideas matemáticas involucrados en los pro-cedimientos y resultados y también buscar formas creativas de resolver los problemas.Gardner (2006) relaciona la mente creativa con la capacidad del individuo de descubrir,formular o clarificar nuevos problemas, preguntas o fenómenos. Afirma que un pensa-miento creativo ocurre cuando un individuo o grupo genera un resultado o productoque la comunidad reconoce como innovador. Una mente creativa exhibe representacio-nes múltiples de los problemas y desarrolla la tendencia de constantemente formularpreguntas y respuestas nuevas. Santos-Trigo (2014b) reconoce la importancia de quelos estudiantes siempre busquen distintas maneras de resolver un problema. Ilustra,por ejemplo, seis formas de resolver el problema “Pedro y María visitaron una granjael fin de semana donde se crían gallinas y cerdos. Pedro observó que en total había19 cabezas, mientras que María dijo que había 60 patas. ¿Cuántas gallinas y cuántoscerdos había en la granja?”. Una solución creativa a este mismo problema involucrapensar que cada uno de los cerdos se sostenga con dos patas y las otras las mantengaal aire. Con esta condición, habrá 38 patas tocando el suelo ya que los cerdos al igualque las gallinas (19 en total) están sostenidos en dos patas. Esto significa que habrá22 (60-38) patas en el aire y todas son de cerdos.
5. Comunicación y colaboración
La disponibilidad de diversas herramientas digitales resulta importante no sólo en lacomunicación y discusión de resultados sino también en la promoción de tareas decolaboración. Así el estudiante puede expresarse en forma oral, escrita, en videoconfe-rencias, o digital a través de los distintos medios de comunicación. Las redes socialestambién pueden ser los medios para que los estudiantes compartan explicaciones deconceptos matemáticos o resuelvan problemas. Se pueden formar grupos con la inten-ción de colaborar en la resolución de problemas. En este contexto, los participantesdesarrollan habilidades para ser miembros activos, escuchar a otros, y reconocer lascontribuciones de los demás.
6. Valores y principios éticos
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7. Conclusiones
En la presentación de las ideas de este documento se destaca que los desarrollos y ladisponibilidad de diversas tecnologías digitales no sólo están permeando las manerasde interactuar de los individuos, sino también las formas de desarrollar, conocer y com-prender conocimiento disciplinario. En este contexto, surge la tarea de incorporar el usode la tecnología en las propuestas del currículum y en los escenarios de aprendizaje.Una idea o principio fundamental es que los estudiantes conceptualicen su aprendizajeen términos de dilemas y preguntas que ellos mismos formulan, exploran y respondenvía el empleo sistemático de varias herramientas digitales. Así, el uso de varias herra-mientas digitales no sólo extiende los razonamientos que aparecen con el uso de lápizy papel, sino también ofrece a los estudiantes diversas oportunidades para visualizarnuevas relaciones y plantear argumentos para sustentarlas. El alfabetismo o culturadigital resulta una de las competencias esenciales que los individuos deben adquirir yque los profesores y estudiantes deben mostrar en sus experiencias de aprendizaje. Laapropiación de esta cultura digital involucra que el profesor y los estudiantes conozcanlos cambios que produce el empleo de las herramientas en los contenidos matemáticosy en la resolución de problemas. Por ejemplo, en el estudio de las secciones cónicas, losmodelos dinámicos muestran nuevas rutas para explorar sus propiedades y relacionesque extienden los razonamientos algebraicos. Algunos objetos o entidades matemáticoscomo la mediatriz y la excentricidad resultan cruciales en la construcción de los mode-los dinámicos. En la misma dirección, la búsqueda en líneas de información relacionadacon los temas en estudio demanda que los estudiantes desarrollen habilidades paraseleccionar, discriminar, sintetizar e incorporarla en sus experiencias de aprendizaje.En este mismo sentido, los estudiantes pueden usar videos en líneas que contrasten oextiendan las explicaciones de conceptos el profesor presenta en las clases. En estadirección, se manifiesta la importancia de que los estudiantes trabajen en equipo yconstantemente intercambien ideas y participen como parte de una comunidad quevalora la resolución de problemas. Finalmente, la comunicación y participación de losestudiantes se debe enmarcar en el respeto a los demás y en la práctica de principioséticos que les permita reconocer y valorar tanto las contribuciones individuales comogrupales.Agradecimientos: Este artículo corresponde a las actividades que se desarrollan en elproyecto “Fundamentos Teóricos en el Desarrollo y Re-Construcción del ConocimientoMatemático en Ambientes que Promueven el Empleo de Varias Herramientas Digitales”financiado por el Conacyt-168543.
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